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Aufgabe 1 (1)

Was versteht man unter einem Vektorraum-Homomorphismus und welche Typen gibt es?
Wiederholen Sie erneut die beiden Axiome, welche einen Vektorraum-Homomorphismus
charakterisieren und zeichnen Sie ein Diagramm, in welchem die folgenden Vektorraum-
Homomorphismus-Typen in Beziechung zueinander gesetzt werden: Homomorphismus, Mo-
nomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus, Endomorphismus, Automorphismus.

Aufgabe 2 (2)
Zeigen Sie von den folgenden Abbildungen, dass es sich um Vektorraum-Homomorphismen
handelt:

) A:R?2 = R? mit (z,y) — (22 + vy, 3y)

) A:Q? = Qmit (z,y) — 2(z +y)

c) A:C—Cmit z+— 2z

) AR = R* mit (21, 79,23, 24) — (21,0, 23,0)

) A:Abb(R,R) — R mit f— f(1)

f) A:Abb(R,R) — Abb(R,R) mit f+s d- f,d € R

Aufgabe 3 (2)
Handelt es sich bei den folgenden Abbildungen um Vektorraum-Homomorphismen? Be-
weisen oder widerlegen Sie.

a) A:R? — R? mit (z,y) — (22,y + 3)

b) A: Q% — Q% mit (z,y,2) — (z-y,2)

c) A:R? 5 Rmit (v,y) = 22 +y

d) A:K? - K2 mit (z,y) = (a-x+b-y,c-z+d-y), K ein Kérper und a,b,c,d € K

Aufgabe 4 (2)

Wir wissen bereits aus Abschnitt 1.4, dass der R-Vektorraum V := {f : N — R} ein Spezi-

alfall des Vektorraumes Abb (€2, K) ist. Wir konnen die Elemente aus V' auch als unendlich

lange Tupel schreiben, was folgende Notation rechtfertigt: V = RN := {(z1,x2,...) s 2, € R, Vk € N}
Entscheiden Sie, ob es sich bei den folgenden Abbildungen um Vektorraum-Homomorphismen
handelt:

A:R? = RN mit (x,y) — (22 +v,0,2z +y,0,...)

AR — RN mit z — (2,22, 23,...)

A:R? = RN mit (2,y) — (2(x —y),4(z — y),8(x —y), ...)
A RN = RN mit (21, 29,...) — (29,23, ...)

A:RY = RN mit (21, 29,...) = (21,0, 22,0,...)

A (

:RY — RN mit (z1, 29, ) (21 - e, T3 - Xy, L)
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Aufgabe 5 (2)

Sei V' ein K-Vektorraum. Bei einer Projektion handelt es sich um einen Endomorphismus
7V — V mit der Eigenschaft 7 om = 7. Uberpriifen Sie bei den folgenden Abbildungen,
ob es sich um Projektionen handelt:

a) m:R? = R2 mit (z,y) — (y,2) d) m:R? = R? mit (x,y) — (0,3y)
b) 7:R3 — R3 mit (z,y,2) — (2,0, 2) e) m:R3 — R3 mit (z,y) — (0,y,z)
C) 7 : R? — R? mit (x,y,z)»—>(m—|—y,z) f) m: R? — R® mit (w,y,z)H(m,y,z)

Aufgabe 6 (3)
Sei V ein K-Vektorraum und 7 € End gV eine Projektion. Beweisen Sie, dass sich V' wie
folgt zerlegen lésst:

V =Kern7 @ Bild 7

Tipp: Fir alle v € V gilt v = (v — 7(v)) + 7(v).

Aufgabe 7 (2)
Benutzen Sie Aufgabe 6, um die Vektorrdume aus Aufgabe 5 entsprechend der daruf
definierten Projektionen zu zerlegen.

Aufgabe 8 (4)

Seien V und W zwei beliebige K-Vektorrdume. Mit Homg (V, W) bezeichnen wir die Menge
aller linearen Abbildungen A : V' — W. Zeigen Sie, dass Homg (V, W) ein K-Vektorraum
ist. Was gilt fiir die Dimension von Homg (V, W), wenn dimg V' =n € N und dimg W =
m € N gilt?



